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Resumo

O objetivo desse artigo é demonstrar a importincia das atividades brasileiras de Luigi
Fantappie (1901-1956), em sua estada na USP entre 1934 e 1939, para o desenvolvimento
da Teoria dos Funcionais e para a consolidacio das atividades de pesquisas cientificas
matemadticas no Brasil.
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Abstract

This article has the objective to demonstrate the importance of brasilian activities of Luigi
Fantappie, on his period of time in the Universidade de Sdo Paulo (USP) from the year
1934 until 1939, for the development of Functionals Theory and for consolidation of the
activities in scientific mathematic researches in Brazil.

Keywords: Luigi Fantappi¢, Analitics Functionals Theory, History of Mathematics in
Brazil.

Introducao

Este artigo tem por finalidade apresentar como tese a contribui¢do de Luigi Fantappie
(1901-1956) ao estudo da Teoria dos Funcionais desenvolvida em sua passagem pelo Brasil
entre os anos 1934 e 1939, bem como atestar a influéncia que tal contribuicdo legou ao
desenvolvimento da producdo cientifica matemdtica brasileira, que passou, a partir desse
periodo, de consumidora a também produtora no cendrio global. A classificacdo em trés
momentos distintos, a saber, antes da vinda de Fantappi¢ ao Brasil (década de 1920 e inicio
dos anos trinta), o ja citado periodo brasileiro e o tempo passado apds a sua volta para a
Italia, ndo estava consagrada, ainda, pura e simplesmente por falta de registros que
desvelassem o momento intermedidrio. O texto ‘Funcionais de Fungdes de Virias
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Varidveis — Memdria de Luigi Fantappié’, transcrito por Candido Lima da Silva Dias'
como anotagdes de um curso oferecido por Fantappié na USP entre 1936 e inicio de 1939” a
alunos de um grupo de estudos avangados em matemdtica, pretende-se como prova cabal
desse segundo momento. Para que se possa compreender inequivocamente esta
contribui¢cdo, uma alterag@o na conceituacio do fazer matemdtica convencional deve passar
por uma suspensdo — atitude de clara inspira¢do fenomenoldgica — até que se perceba o
novo fazer matemdtico nado somente como desenvolvimento de resultados, mas também
como pratica de reflexdo, constru¢do e transferéncia de conhecimento. Entdo, a andlise
critica e comparativa do mencionado texto de Fantappi¢ com textos sobre o mesmo tema,
tais como ‘I Funzionali Analiciti’ (1928), ‘I Funzionali delle Funzione di due Variabili’
(1930), ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940) e ‘Teoria de los
funcionales analiticos y sus aplicaciones’ (1943)’, todos de Fantappie, além do texto ‘La
théorie des fonctionnelles analytiques et ses applications’ (1951), de Franco Pellegrino
[PELLEGRINO], eleva o curso e o respectivo texto brasileiro a categoria de producdo
cientifica matemdtica de acordo com esta nova concepg¢do de fazer histéria da matemaética e
apresenta, como subproduto, um singular florescer de Matemdtica Brasileira. Ainda que a
relevancia matemdtica do texto ‘Funcionais de Fungoes de Vdrias Varidveis — Memoria de
Luigi Fantappie’, possa ser desmerecida ao avalid-lo segundo a oética da histéria
convencional de uma matemdtica que deve apresentar resultados pujantes em termos
internalistas, pois o que se apresenta ali ndo é mais do que a sistematizagdo inicial e
inconclusa de uma ferramenta passivel de aplicacdes ndo exemplificadas no referido texto e
o que o proprio Fantappi¢ alega na introdu¢do do ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei
Funzionali Analitici’ (1940) é que a formalizacdo da teoria fora realizada primeiramente
nos ja mencionados trabalhos de 1928 e de 1930, conta a favor da tese pretendida neste
artigo o fato de que Luigi Fantappi¢ havia declarado através de comunicado, feito na secdo
que deu publicidade para o ‘Semindrio Matemdtico e Fisico da Universidade de Sao Paulo’
dentro do ‘Jornal de Matemadtica Pura e Aplicada da Universidade de Sao Paulo — Volume
1° — Fasciculo 1° — Junho de 1936’, que a sua conferéncia ‘Origem e desenvolvimento da
teoria dos Funcionais’ serviria “como capitulo introdutério ao tratado sobre a teoria dos
funcionais, que deverd aparecer brevemente” [FANTAPPIE, 1936, p.97]. Portanto, ha
razdes evidentes para acreditar que o texto ‘Funcionais...’, compilado por Dias, seja o fruto
das sementes ja plantadas desde a Itdlia e agora regadas com as divulgagdes que Fantappie
fez na Academia de Ciéncias, no Rio de Janeiro, através de sua palestra ‘O
desenvolvimento da Matemadtica dos ultimos cinqiienta anos e no futuro préximo’, € no
‘Seminario Matematico e Fisico da Universidade de Sao Paulo’, com a conferéncia
anteriormente mencionada, no ano de 1935*. Mais ainda, este texto certamente serviu de

! Ver traducdo do texto integral em TABOAS, p.113-73.

% Estimativa baseada, primeiro, na conferéncia ‘Origem e desenvolvimento da teoria dos Funcionais’ apresentada
no Semindrio Matemdtico e Fisico da Universidade de Sdo Paulo no ano de 1935 e divulgada em 1936 no 1°
Fasciculo do 1° Volume do Jornal de Matemdtica Pura e Aplicada da Universidade de Sao Paulo e, segundo, na
volta definitiva de Fantappi¢ a Itdlia no inicio de 1939.

? Daqui para frente chamado também de texto espanhol.

* O fato de a publicagdo do ‘Jornal de Matemitica Pura e Aplicada da Universidade de Sdo Paulo’ ser datada de
Junho de 1936 reforca a suspeita de que o texto ‘Funcionais ..." tenha sido produzido, na melhor das hipéteses,
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base para o desenvolvimento das questdes acerca do topico sobre a Teoria dos Funcionais
no curso ‘Alta analise’ que Fantappi¢ ministrou entre os verdes de 1939 e 1940, no Reale
Istituto Nazionale di Alta Matematica em Roma, e que depois foi publicado sob as guardas
deste mesmo instituto como ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’
(acima citado), pois quase todo o texto brasileiro é repassado na fntegra para este tltimo. As
diferencas sdo as seguintes: o texto italiano distancia-se do brasileiro suave e
paulatinamente, depois da apresentacdo do Capitulo 1, com a incorporacéo de termos mais
modernos para o tratamento de fun¢des regulares e na medida em que avanca e leva a cabo
as intencdes declaradas de confeccionar os Funcionais Analiticos, além, € claro, de
apresentar uma introdu¢do mais contundente ja que o trabalho é devidamente concluido.
Seria leviano, no entanto, acreditar que todo o processo de criagdo no sentido da expansdo
desta teoria para funcionais de funcdes de vdrias varidveis complexas tivesse se dado na
passagem de Fantappi¢ pelo Brasil, em absoluto, mas o processo de maturagdo se deu
também neste pais. Ainda assim, o texto ‘Funcionais...’” apresentado no Brasil chegou a
apenas caracterizar rigorosamente as regides funcionais lineares R através de seus conjuntos
caracteristicos A na variedade de Segre V,, °, quando, na verdade, o que se observa na
andlise de e na aplicacdo a problemas da fisica e da propria matemadtica € a necessidade de
algo mais, ou seja, dos proprios funcionais analiticos potencializados pelas suas
indicatrizes, identificadoras de suas propriedades essenciais como atesta a férmula
fundamental de representacdo dos funcionais analiticos [FANTAPPIE, 1928, p.54 e
PELLEGRINO, p.400-4]. Além do mais, com o avango do estudo da andlise e da topologia,
o trabalho em estruturar o campo de atuag@o dos funcionais analiticos sobre uma variedade
linear imersa num espago euclidiano de dimensdo adequada acaba se reduzindo a uma
esfera complexa unitdria de um euclidiano, como atesta a ‘Teoria de los funcionales
analiticos y sus aplicaciones’ [FANTAPPIE, 1943, p.18-21; ver também nota de rodapé em
PELLEGRINO, p.361], na qual fica implicitamente sintetizada a discussdo para o caso
geral n-dimensional, tdo caro para Fantappi¢ em seus trabalhos brasileiro e romano.

Se a argumentacio desenvolvida até aqui seguir com base num corte transversal do
tempo histérico, feito exatamente no contorno que enquadra a cena em que se concebe 0
texto brasileiro ‘Funcionais...’, de Luigi Fantappi¢, nem serd preciso uma andlise
pormenorizada para desqualificd-lo como matematicamente relevante. Neste caso
especifico, principalmente, o trabalho de corte transversal, por apoiar-se demasiadamente

ainda naquele ano ou entdo no ano seguinte, e conseqilentemente reforca uma outra suspeita que é a de que o
referido texto nao tenha sido concluido (ver nota 2 acima).
5 “Teorema Il — A uma regido funcional linear R do espaco ™ estd sempre associado um conjunto fechado A da

variedade de Segre V,, (que se chama ‘caracteristica da regido funcional linear’) tal que a regido R é formada
unicamente por todas as fungoes V(tystseesty) regulares em A” (in TABOAS, p.167, Apéndice 1) e “Vemos,
assim, no que se refere aqueles particulares conjuntos do espago funcional o™ dados pelas regides funcionais
lineares R, que se estabelece uma correspondéncia biunivoca sem excecdo entre tais regioes R e seus conjuntos

fechados A (caracteristicos) da variedade de Segre V,, que ndo esgotam a prépria variedade e, portanto, o

estudo das regioes funcionais lineares que sdo conjuntos do espago funcional " poderd, de agora em diante,
ser feito através do estudo destes conjuntos fechados A, que sdo, ao contrdrio, conjuntos da variedade de Segre
Vo, » a um niimero finito de dimensées” (in TABOAS, p-171-2, Apéndice 1).
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na andlise internalista, acaba se tornando ainda mais nocivo a compreensdo histdrica, pois
trata o tema & luz do tempo presente do corte e, como conseqiiéncia, mostra que o texto
brasileiro de Fantappi¢ nada traz de novo em termos cientificos convencionais. No entanto,
ao restabelecer a investigacdo sob os moldes da histéria tratada como um feixe de
trajetorias a Josep Fontana [FONTANA, 1998; ver também FONTANA, 2000], que
prescinde do corte transversal, mas que de forma alguma dispensa a observagdo da
paisagem presente, € o fato da dimensdo temporal da andlise correr nos dois sentidos, para o
passado e para o futuro, indo além dos contornos de andlise do presente e, como
conseqiiéncia, haver ndo somente a identificagdo de uma relevdncia historica, mas também
um resgate da importincia matemadtica dos ‘Funcionais...’, pois o seu conteido parece
conter a esséncia de todo o desenvolvimento dessa drea de pesquisa da Andlise Funcional.
Importante ressaltar aqui que a ocorréncia do curso na USP e a existéncia das suas
respectivas notas efetuadas por Dias [in TABOAS, p.113-73] demonstram que o processo
de maturacdo de Fantappi¢ em relac@o a teoria dos funcionais analiticos ndo se deu por um
mergulho solitdrio em estudos matemdticos, mas através de um processo dindmico de
reflexdo, transmissdo e constru¢do de conhecimentos, cujos esforcos renderam a
matemdtica brasileira um desenvolvimento comprovado pelas contribui¢des, por exemplo,
de Omar Catunda e Candido Lima da Silva Dias, dentre outros’.

Os ‘Funcionais...’
Este processo de maturacdo é comprovado por conta de que certas estruturas, que versam

uplas

sobre representagdo de n— complexas sobre uma Variedade de Segre V,, , se apresentam

consolidadas no texto brasileiro, mas ndo aparecem em trabalhos anteriores como os ja
citados de 1928 e de 1930. O que Fantappie¢ apresenta — que € talvez a sua primeira e
grande marca na produ¢do cientifica matemdtica brasileira, quando se toma o novo fazer
matemdtica como ponto de partida para andlise — nestes seus ‘Funcionais...” sdo 0S ajustes
que tornaram possivel a associa¢do biunivoca entre os nimeros de uma estrutura algébrica
de n dimensdes complexas e os pontos de uma Variedade de Segre V,, sobre a hiper-esfera

unitdria de dimensdo [(n+1)>-2] imersa num espaco euclidiano real de dimensdo
[(n+1)?*—1]- A constru¢do desse modelo € considerada por Fantappi¢ em ‘I Funzionali delle

Funzioni di due Variabili’ (1930) — para dimensdo complexa 2 — e retomada de forma
idéntica no Capitulo I de ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940).
No entanto, em trabalhos como ‘Teoria de los funcionales analiticos y sus aplicaciones’
(1943) e ‘La théorie des fonctionnelles analytiques et ses applications’ (1951), de Franco

6 Apenas como garantia de qualidade da produgdo cientifica, vale observar citagdes [69], [70], [71], [72] e [73] de
Omar Catunda e [76] e [111] de Candido Lima da Silva Dias, referenciadas em PELLEGRINO, p. 474 e 476, a
saber: CATUNDA, O. ‘Sobre as fungées de fungoes de matrizes’ (Jornal Mat. Pura e Apl. Sdo Paulo, vol 1, fasc. 2,
1937), ‘Un teorema sugl’insieme, che si reconnette alla teoria dei funzionali analitici’ (Rend. Lincei, vol XXIX,
serie 6% 1° sem. 1939, p.17), ‘Sobre os sistemas de equagdes de variagoes totais em mais de um funcional
incognito’ (Anais da Acad. Brasileira de Ciéncias, t. XIV, n. 2, 30 de junho de 1942), ‘Sui sistemi di equazioni alle
variazioni totali in piu funzionali incogniti’ (En préparation) (sic.), ‘Sobre os fundamentos da teoria dos
funcionais analiticos’ (Tese para a cadeira de Andlise Matemdtica); DIAS, C. L. da S. ‘Sobre o conceito de
Sfuncional analitico’ (Anais da Acad. Brasileira de Ciéncias, t. XV, n. 1, 31 de Margo de 1943) e DIAS, C. L. da S.
‘Aplicagdo dos grupos continuos finitos a equagdes diferenciais ordindrias’ (En préparation) (sic.).
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Pellegrino, ja ndo mais € feita tal construcdo, pois assume-se a andlise de funcdes sobre a
esfera complexa unitdria — as quais deverdo ser tomadas em principio como pertencentes ao
espaco de defini¢do dos funcionais — como ponto de partida para o desenvolvimento da
teoria, deixando claro, assim, que houve uma assimilagdo completa da associacdo entre o
espaco complexo §,, e a variedade de Segre V,, no correr dos anos [FANTAPPIE, 1943,

p-18; PELLEGRINO, p.361]. A confirmagdo desta tese sobre a maturidade do texto
brasileiro fica mais uma vez explicitada a partir das defini¢des sumdrias que Fantappie
apresenta para os conceitos de ‘distdncia esférica’ e de ‘distdncia quadrada’
[FANTAPPIE, 1943, p.18], que sintetizam, ao sabor da nota explicativa de Franco
Pellegrino sobre o uso de apenas func¢des de uma varidvel [PELLEGRINO, p.361], em
contraposi¢do a toda a discussdo detalhada feita no item 3 do capitulo 1 dos ‘Funcionais...’
[FANTAPPIE in TABOAS, p.128-9]. Bem, estas nogdes tém a fungio de estabelecer bases
para a construgdo de uma topologia prépria sobre a variedade de Segre V,, que permita

depois discutir conceitos de ‘proximidade’ entre fungdes e estabelecer em definitivo a
estrutura de um espago funcional como dominio para a acdo de funcionais analiticos
lineares. A partir das concepgdes de distancia esférica (ou simplesmente distincia,
doravante) entre dois pontos de V,, e de vizinhanga esférica de um ponto P, (bola aberta

de raio £ em torno de P,) serem apresentadas, sdo fornecidas as defini¢des de ponto de

acumulagdo, conjunto fechado, distdncia entre conjuntos, diferenca entre conjuntos — que
traduzem os mesmos conceitos que essas expressdes indicam atualmente —, regido e
vizinhanga de conjunto, caras ao desenvolvimento do conceito de fung@o analitica sobre
V,,, - Neste ponto, por conta das propriedades topoldgicas observadas € num movimento

cldssico de andlise, porém mais detalhado nos ‘Funcionais...” do que no texto espanhol,
Fantappi¢ lanca mao do Teorema de Bolzano-Weierstrass e conclui que a variedade de

z

Segre V,, é compacta. Também observa, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, que toda
cobertura de um conjunto fechado da variedade de Segre V,, possui sempre uma

subcobertura finita. Com relac@o ao conceito de regido, o texto brasileiro é mais confuso do
que detalhista e o texto espanhol mais eficiente ao conceituar ponto interior para definir
regido como todo conjunto constituido exclusivamente por pontos dessa categoria. J4 uma
regido conexa se restringe aquelas em que quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados
por uma curva continua inteiramente contida na regifo, ou seja, como V,, é uma variedade

imersa num espaco euclidiano, a idéia de curva continua estd indissociavelmente
impregnada por uma conceitua¢gdo moderna do termo. Porém, todos os textos analisados
aqui nesta tese referem-se invariavelmente a conceitos que sdo seguidos do adjetivo
regular, que da ao sujeito a medida de estar associado a alguma fun¢@o continua ou a uma
funcdo que pode desenvolver-se em série de poténcias em cada ponto (algo préximo ao
conceito usual emprestado as funcdes analiticas) e indica a opg@o conceitual de Severi
(como apontam as notas em cada um dos textos). A despeito disto, interessante é observar
que as regides de V,, sdo conexas ou formadas por partes conexas, ja que toda vizinhanca

¢ em si uma regido. Como ja observado anteriormente, em rigorosa congruéncia com o
‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940), do préprio Fantappie, sdo
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definidas, ainda, vizinhang¢a de um conjunto — formada por todos os pontos vizinhos do
conjunto — e dominio — formado por uma regido acrescentada de sua eventual vizinhanca. E
nesse ponto em que os textos de Fantappi¢ iniciam, entdo, a discussdo acerca da defini¢do
de funcdo analitica de varidvel(eis) complexa(s) e de suas nuances mais vantajosas para o
desenvolvimento das regides funcionais, dominios dos funcionais analiticos. Este &,
também, precisamente o ponto de partida da resenha sobre os tais funcionais analiticos que
Franco Pellegrino [PELLEGRINO, p.357-477], na qual assume os conceitos até aqui
apresentados como algo de dominio comum aos iniciados no tema.

Assim, no dltimo item, o de ndimero 5, do Capitulo 1 de seus ‘Funcionais...’
[FANTAPPIE in TABOAS, p.137-8], Fantappié apresenta o que se deve entender por
fun¢do regular num ponto de certa regido R da Variedade de Segre V,, com o cuidado de

ramificar a defini¢do para os dois casos possiveis: aquele em que o ponto em questdo é
finito, ou seja, cujas coordenadas sdo todas finitas, e sobre o qual a funcéo é passivel de
desenvolvimento em série de poténcias numa sua conveniente vizinhanga, € o caso em que
o ponto € infinito e a fung¢do deve se anular, quando vista como uma nova func¢éo que age
sobre uma regido R;, resultante da transformacdo linear e ndo degenerada de R e que
associa o ponto infinito a um ponto finito de R;. A partir daf, Fantappié conceitua funcéo
localmente analitica como toda func@o definida e regular em cada ponto da regido R da
Variedade de Segre V,,, ainda que esta regido ndo seja conexa. Além disso, ele toma o

cuidado de caracterizar as fungdes analiticas em sentido estrito como aquelas que sdo
localmente analiticas numa regido conexa R, eventualmente Riemanniana (regidio em que
dois pontos sobrepostos com mesmas coordenadas separam folhas diferentes de uma
cobertura de tal regido, ou seja, todo ponto de qualquer uma das duas folhas possui uma
conveniente vizinhanga dentro da prépria folha e que ndo contém o ponto na intersecio), da
Variedade de Segre V,, , mas que nio sejam prolongdveis’ (garantindo assim a univocidade

de sua defini¢do) a outro R, que por isso € considerado seu campo natural de existéncia. O
efeito de se trabalhar com o conceito de regido Riemanniana é o de garantir que certas
fungdes analiticas possam porventura assumir valores distintos em um mesmo ponto, fator
que determina uma ndo necessdria, mas possivel ampliacdo na quantidade de funcdes a
serem incorporadas no conjunto em que agem os funcionais analiticos. Por fim, Fantappie
observa que toda funcio localmente analitica em sentido estrito fica totalmente determinada
pelos valores assumidos na vizinhanga de um ponto qualquer do seu campo natural de
existéncia e que, contrariamente, para identificar uma funcao analitica basta apresentar uma
regido R na qual a fungdo estard definida e os valores por ela af assumidos. E, assim, natural
a op¢do por tratar prioritariamente de funcdo que ndo esteja definida numa cobertura da
Variedade de Segre, pois, desta forma, ela resultaria nula em toda regido conexa [ver
FANTAPPIE in TABOAS, p.139]. Os mesmos passos dados aqui sdo seguidos pelo
trabalho espanhol diferenciando as fun¢des localmente analiticas quando o sdo em toda a
regido R de defini¢do como fungdes ultrarregulares; e encerra a se¢do com a defini¢do de

7 Se uma funcio yo(t) localmente analitica estd definida em uma regido R, entdo toda fungdo y (r) também
localmente analitica, porém definida em uma regido R, que contém Ry» € ainda por cima coincidente com y(t)

em R, € chamada prolongamento desta ultima.
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prolongamento de uma funcdo analitica, identicamente ao que estd formulado na nota 7
acima [FANTAPPIE, 1943, p.20-1].
Franco Pellegrino, ao fazer sua resenha acima citada sobre o desenvolvimento da
Teoria dos Funcionais, concebe estruturas despojadas de tudo que € prolixo e sintetiza as
discussdes apresentadas sobre fungdes como argumentos de funcionais analiticos nas
memorias brasileira e espanhola de Fantappie. Ele rapidamente introduz os elementos
fundamentais para a andlise dos funcionais analiticos, primeiro com uma justificativa para
utilizag@o de fun¢des mais gerais do que as analiticas a Weierstrass, assim como o ocorrido
no trabalho espanhol, que sdo as localmente analiticas e continua mais adiante com a
definicdo de fungdo bi-regular ao invés de ultrarregular que aparece no texto espanhol,
precedida de uma rdpida observacdo a respeito das vantagens trazidas por esta nova
categoria e que se tornariam visiveis no desenrolar do texto. Com exatamente as mesmas
consideragdes a respeito das singularidades associadas as fun¢des localmente analiticas que
estdo presentes também no texto espanhol, Pellegrino finaliza os comentérios sobre campo
natural de existéncia de fungdes desta categoria com a mesma idéia de prolongamento.
A partir desse ponto, os trés trabalhos até aqui analisados com mais detalhes
apresentam as propriedades elementares do espaco funcional, mas, mais uma vez, por conta
de Fantappi¢ trabalhar numa variedade de Segre V,, na sua Memodria brasileira, alguns

ajustes que identificam plenamente a concepgdo de funcdo localmente analitica com os
conceitos de funcdo ultrarregular (trabalho espanhol) e funcdo bi-regular (trabalho de

Franco Pellegrino) sdo levados a cabo. Dessa forma, o espago funcional '™ € constituido
por uma regido R da variedade V,,, na qual estd definida uma fungdo regular y(4,1,,....1,).
Porém, esta regido R ndo poderd esgotar toda a variedade de Segre V,,, sob pena da fungéo
¥(t,ty,...,1,,) se identificar com a fun¢@o nula, que por forga do seu cardter absolutamente
restritivo, é excluida como ponto do espaco funcional. Duas outras observagdes importantes
sdo feitas: a primeira delas deriva do fato de que a regido R de defini¢do de y é um
subconjunto préprio de p™ e diz que o seu conjunto complementar / (em relagdo a p™)

é fechado e contém sempre um ponto do espago funcional p™; a segunda consideragio
toma o cuidado de fazer uma diferenciacdo para preservar idéias acerca de univocidade e
afirma que todo possivel prolongamento y, de um ponto y = y(t,,¢,,...,¢,) pertencente
ao espaco funcional p™ é diferente de y [FANTAPPIE in TABOAS, p.140-41].

As nogdes topoldgicas bdsicas de vizinhanca restrita e vizinhanca linear sdo
conceituadas, entdo, para os pontos do espaco funcional. O trabalho brasileiro diferencia-se
do trabalho espanhol e do texto de Franco Pellegrino na medida em que o primeiro
apresenta vizinhanga linear antes de vizinhanga restrita. A vizinhanga linear (A) de um

ponto y, do espaco funcional ™, definido numa regido R,, é o conjunto de todas as
funcdes localmente analiticas y que sdo regulares no fechado A e cujos campos de

existéncias contém A. Nestas mesmas condigdes e dado um real o >0, a vizinhanca
restrita (ou simplesmente vizinhanga) ( A, 0 ) do ponto y, € o conjunto de todas as fun¢des
regulares em A para as quais vale
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|y(t1at2a--~atn)_y()(tlatza--~atn)|<O—7 (*)
qualquer que seja (¢,,t,,...,t,)€ A. Independentemente da ordem em que estas defini¢des

estdo apresentadas, nos trés trabalhos elas sdo imediatamente sucedidas pela consideracdo
de que as vizinhangas ( A, o) de uma funcdo Yy, , estdo contidas na vizinhanga linear (A) da

mesma fun¢do, qualquer que seja a escolha do real positivo ¢ . Este parece ser o motivo
que evidencia a opg¢do por definir, primeiro, vizinhanca restrita e, depois, vizinhanga linear,
no trabalho espanhol e no texto de Pellegrino. Franco Pellegrino credita a Omar Catunda
[PELLEGRINO, p.363] * a melhoria da estrutura de defini¢des no sentido de privilegiar
uma compreensdo mais rdpida e clara para o desenvolvimento tedrico e justifica, ainda, esta
opg¢do com a citacdo antecipada do teorema que caracteriza o espaco funcional através de
conjuntos fechados sobre a variedade de Segre V,,, .

Depois, é constatado que a vizinhanga linear (A) de uma fung¢do y, contém todas

z

as vizinhangas ( A,0 ) desta fungdo, que € uma conclusdo débvia se for acrescentado a
definicdo de vizinhanga linear a desigualdade (*). Mas ndo € s6 isso, pois para toda fungdo
y da vizinhanga linear (A) de y, € possivel encontrar uma conveniente vizinhanca de Yy,

que contém y . Essa operacdo pode ser realizada observando-se que y—y, € uma fungdo
continua em A e, portanto, existe um valor maximo M tal que |y— y0|s M . Assim,

tomando-se o >M , y resultard interior a vizinhanca ( A,0 ) de y, . Disso tudo, pode-se

tirar uma nova idéia: a vizinhanca linear (A) de y, € um conjunto numérico do espago

(n)

funcional %" que contém todas as vizinhangas ( A, ¢ ) desta func¢@o.

Agora fixado o espagco funcional e seu conseqiiente sistema de
vizinhangas, mostra-se que o seu comportamento ¢ o mesmo que o de um espago
topolégico por atender aos trés postulados de Hausdorff. Na verdade, o texto brasileiro
demonstra inicialmente que o conjunto de vizinhangas lineares de uma fun¢do localmente
analitica satisfaz os postulados de Hausdorff e, posteriormente, que o sistema formado
pelas vizinhangas ( A,0 ) de uma tal funcdo satisfaz também o conhecido postulado da
separagdo. O texto espanhol e o de Pellegrino fixam apenas suas aten¢des no espaco
funcional analitico (com suas funcdes ultrarregulares e birregulares, respectivamente),
dotado da tal estrutura de vizinhancas restritas, para caracterizd-lo como espago topolégico,
de forma andloga ao que € feito no trabalho brasileiro. Além de tudo isso, observa-se ainda
uma sutil diferenca entre o texto espanhol e o trabalho de Pellegrino que é uma
suplementac¢do, fornecida neste ultimo, que diz respeito & natureza topoldgica do espago das
funcdes localmente analiticas e birregulares [PELLEGRINO, p.365], que o aproxima mais
uma vez do texto brasileiro, por conta do j4 citado postulado da separacdo. Vale observar,
no entanto, que Luigi Fantappie j4 havia feito apreciacdo dessa idéia em uma breve nota
que enviara para o Reale Istituto Nazionale di Alta Matematica de Roma, em 1940, sob o

titulo ‘Lo spazio funzionale analitico come spazio topologico T, ' [FANTAPPIE, 1940(2)].

8 Este tipo de citagdo importa mais para este trabalho do que a averiguago do préprio trabalho de Catunda, pois d4
mostra de sua grandeza junto a comunidade cientifica a qual estd inserido.
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A sintese conquistada no processo de lapidacdo tedrica, efetuada ao longo do
tempo, permite um avanco mais acentuado para o desenvolvimento do estudo dos
funcionais analiticos, a ponto de que as propriedades topoldgicas de conjuntos dos espagos
funcionais acabam por levar, no texto espanhol de Fantappi¢ e no texto de Franco
Pellegrino, mais rapidamente as mesmas conclusdes que Fantappi¢ tira nos seus
‘Funcionais...’. Assim, enquanto o texto brasileiro, apds apresentar os conceitos de ponto
de acumulacdo e de regido funcional [FANTAPPIE in TABOAS, p.148-52], opta por
discutir linha analitica e variedade analitica [FANTAPPIE in TABOAS, p.150-60], por
apresentar a estrutura algébrica de modulo com multiplicadores e por fim conceituar regido
funcional linear do espaco funcional [FANTAPPIE in TABOAS, p.160-1ss.] para somente
entdo apresentar os dois teoremas que domesticam, por assim dizer, a caracterizagdo das
regides funcionais como conjuntos fechados sobre a variedade complexa que contém o
espaco funcional sob andlise, o texto espanhol e o texto de Franco Pellegrino optam por
outra abordagem [FANTAPPIE, 1943, p.24 e PELLEGRINO, p.365-6] e fazem uma
pequena inversdo para atacar de forma mais direta estes dois resultados, deixando por
dltimo a apresentacdo da discussdo, ndo menos importante, sobre linhas analiticas de um
espago funcional. No entanto, a discuss@o ndo pode deixar de tocar novamente um ponto de
extrema importincia no desenvolvimento do trabalho brasileiro, que é a questio da
expansdo pretendida por Fantappi¢ em relag@o a trabalhos anteriores, ou seja, a sua busca
por trabalhar com funcionais de vdrias varidveis. A despeito das simplificagdes
conquistadas com o desenvolvimento interno da disciplina ao longo do tempo, o
movimento efetuado por Fantappi¢ na divulgacdo brasileira sé foi levado integralmente a
cabo no texto romano ‘Nuovi Fondamenti della Teoria dei Funzionali Analitici’ (1940), o
que por si s6 ja € evidéncia de importancia histérica. Neste sentido, € fator determinante a
observacdo de que o texto compilado por Dias apresente a discussdo de Variedades
Analiticas como extensdo do conceito de Linhas Analiticas.

Seguem daqui, imediatamente os teoremas de -caracterizacdo dos espacos
funcionais lineares mencionados na Introducdo, ao contririo do que é feito no texto
brasileiro — como ja observado acima —, mas as demonstragdes sdo precisamente as mesmas
nos trés trabalhos, a menos, é claro, dos ja mencionados ajustes técnicos requeridos no
trabalho brasileiro [FANTAPPIE in TABOAS, p.166-7; FANTAPPIE, p.24-5;
PELLEGRINO, p.367-8].

O trabalho brasileiro se fecha quase melancolicamente, por assim dizer, apds a
conclus@o apotedtica desta caracterizacdo das regides funcionais que reduzem seu estudo
aos conjuntos fechados sobre a variedade de Segre V,, (ou sobre a esfera complexa em

[FANTAPPIE, 1943, p.27] e em [PELLEGRINO, p.370]).

Conclusao

Ainda que o trabalho espanhol de Fantappi¢ e o de Franco Pellegrino déem continuidade
aos estudos da teoria dos funcionais com a apresentag@o dos resultados estruturados a partir
do conceito de linha analitica do espago funcional, o Gltimo é um pouco mais detalhista
[PELLEGRINO, p.370] e apresenta, em mais uma pequena diferenciacdo em relacdo ao
primeiro, uma discussdo sobre regides funcionais ndo lineares [PELLEGRINO, p.372], o
que revela os avangos incorporados pelo desenvolvimento da teoria. Agora sim uma rpida
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andlise do que em geral fecha um primeiro capitulo, ao contrdrio do que ocorre no texto
brasileiro, de estudos sobre funcionais analiticos: as linhas analiticas sobre o espaco
funcional. A definicdo segue o mesmo roteiro nas trés obras em destaque, observando
sempre oS ajustes técnicos mais intensos no trabalho brasileiro e a diferenciacio
praticamente semantica entre fung@o ultrarregular (no espanhol) e fun¢do bi-regular (no de
Pellegrino): considere uma funcdo y = y(t, ) a duas varidveis complexas ¢ e & que, para

cada ¢, de uma regido Q da esfera complexa «, se reduz a uma fungdo regular
Yo = y(t, &) definida e regular em uma regido M () da esfera complexa ¢, que
depende, naturalmente, de ¢, . Seja, ainda, /(¢,) o conjunto fechado complementar de
M () e suponha, por fim, que a funcdo y = y(¢,) seja continua em ¢ neste fechado.
Assim, para todo ¢, € Q fixado de maneira arbitrdria, a cada real £ >0 corresponde uma
vizinhanca E(¢,) de «, contida em € e tal que, para qualquer are E(¢,), a distancia
entre os conjuntos fechados I(¢) e I(¢,) seja menor do que &£. Nestas condigdes, o
conjunto de fun¢des na varidvel ¢ que se obtém a partir da funcido y(z, ), ao variar ¢ em
Q , constitui o que se chama de linha analitica L do espago funcional, e & ¢é o parametro
que individualiza cada ponto y, = y(¢, &) sobre a linha analitica L. O trabalho brasileiro

contém ainda, como ja descrito anteriormente, a concep¢do de variedade analitica, que, ao
invés de trabalhar com uma fun¢@o nas varidveis ¢t e « da definicdo de linha analitica,

toma r pardmetros «;,0,,05,...,&, para constituir de maneira semelhante a L uma
variedade V,, imersa na variedade de Segre Vy,,,) .

Apds uma discussdo conceitual e exemplificagdo, os trabalhos se remetem a um
teorema que no texto brasileiro é chamado de ‘teorema de origem’ [FANTAPPIE in
TABOAS, p.158] e que é apresentado por Fantappié no texto espanhol da seguinte maneira,
considerando-se y, = y(f,&,) ponto de uma linha analitica: “Tomando al arbitrio un

entorno (A,o ) de y,(t) se puede encontrar en Q un entorno E(&) de «, tal, que para
todos los puntos de E(¢,) las funciones de la linea y = y(t,&) queden en el entorno
(A,0) de y,(t)” [FANTAPPIE, 1943, p.29; ver também PELLEGRINO, p.373-4]. O

texto espanhol e o texto de Franco Pellegrino exploram um pouco mais este udltimo
resultado e concebem ‘fragmento de linha analitica’ como uma regido Q' interior a Q ,
formada pelos valores de ¢ associados aos pontos de uma linha analitica L penetrada por
uma regido funcional R e que contém tais pontos de L, conceito similar ao trecho regular de
variedade analitica no trabalho brasileiro.

No entanto, o trabalho de Pellegrino somente finaliza esse primeiro passo no
desenvolvimento da teoria de funcionais analiticos com apresentag¢do de mais um resultado,
que de certa forma antecipa a férmula fundamental’ que caracteriza um funcional linear:

® I funzionali analitici, Memoria del prof. Luigi Fantappie, 1928 — Capitolo II — 33. Valore del funzionale lineare

per una funzione qualunque del campo di definizione, p.54: “Questa formola ( F) [y(t)]:%'[v(t)y(t)dt ),
¢
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“Si toutes les fonctions d’une ligne analytique y = y(t,&) qu’on obtien pour chaque «
sur A appartiennent a une région linéaire (A), cette région contient aussi la fonction
y() = jc(a)y(t, a)do ” [PELLEGRINO, p.374].

A

O segundo passo “natural” nesse estudo sobre funcional analitico € efetivamente
defini-lo, e também ao funcional analitico linear, e explorar as propriedades advindas
principalmente do conceito de indicatriz do funcional. Isso é feito de forma répida no texto
espanhol de Fantappi¢ e no texto de Franco Pellegrino, o que alimenta com certeza a
frustracdo em relacdo ao texto brasileiro inconcluso, até mesmo porque Fantappi¢ ja faz uso
da indicatriz, num particular estudo unidimensional em [FANTAPPIE, 1932, p.20]. Assim,
a construcdo desse segundo passo ¢ realizada, em linhas gerais, através das seguintes
etapas: definicdo de funcional analitico, discussdo a respeito da continuidade de funcionais
analiticos sobre uma linha analitica e continuidade em geral, definicdo de funcionais
analiticos lineares, deriva¢do sob o sinal de funcionais lineares e integracdo de funcionais
lineares, estudo de funcionais lineares de uma série, continuidade de funcionais lineares,
apresentacdo de indicatriz anti-simétrica e simétrica de um funcional linear e o potencial
para o cdlculo de seus valores, apresentacdo do resultado que gera a formula fundamental
de funcionais lineares, seguidos de estruturacdo do cdlculo simbdlico entre operadores
funcionais lineares e posteriores aplicagdes [FANTAPPIE, 1943, p.31-56; PELLEGRINO,
p-375ss]. Como ja visto, nada disso estd contemplado no trabalho brasileiro, porém néo se
deve desqualifica-lo a ponto de ser considerado tdo somente uma leitura introdutéria ao
tema e de, portanto, ter o papel histérico de servir como transferéncia de conhecimento
cientifico. Nao, ele vai além! Apesar de ter sido dito no primeiro pardgrafo deste capitulo
que a pega brasileira se ‘mostra inconclusa’ e que ‘ja havia ganhado mundo’, ela na verdade
aprofunda as discussdes, obviamente restritas a caracterizacdo de regides funcionais
lineares, feitas com ‘I Funzionali Analiciti’ (1928) — que trabalha com funcionais de
fun¢des de uma varidvel — e ‘I Funzionali delle Funzione di due Variabili’ (1930),
avancando com andlise para funcionais de fungdes de varias varidveis.

No entanto, o fato provdvel mais marcante de toda essa histéria do
desenvolvimento da teoria dos funcionais analiticos € que Fantappi¢ prometeu no Jornal de
Matemdtica Pura e Aplicada, em sua publicagdo de 1936 (ver Introdugdo acima), um texto
a ser publicado no Brasil. Fantappi¢ ficaria neste pais até praticamente fins de 1938,
voltando para a Itdlia em 1939, portanto o referido texto deveria ter sido desenvolvido num
intervalo de tempo de dois anos. Como ja mencionado anteriormente, o texto compilado por
Dias deve ter sido o resultado de tal investida e a sua interrup¢do, ao final de um primeiro
capitulo, parece ter sido motivada pelo retorno de Fantappi¢ a Itdlia. O reforco das
conviccdes nessa tese vem exatamente da andlise do acima citado ‘Nuovi fondamenti della

fondamentale per tutta la teoria dei funzionali analitici, ci permete di calcolare il valore di un qualunque
funzionale lineare F per qualunque funzione y(t) del suo campo di definizione, appena sia conosciuta la funzione

indicatrice v(t) del funzionale. Mentre dunque la formola v(o)= F{
t p—

1 . . .
ci fa conoscere per ogni funzionale
a

analitico lineare la sua funzione indicatrice, la formola ora trovata, vicecersa, ci individua completamente il
funzionale F, quando se ne conosca l'indicatrice.”
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teoria dei funzionali analitici’, que tem o seu primeiro capitulo praticamente idéntico ao
texto brasileiro, diferenciando-se na introdugéo e prosseguindo com o desenvolvimento da
teoria. Assim, suspeita-se que ao chegar a Roma e assumir a tarefa de ministrar um curso de
andlise matematica, Fantappi¢ valeu-se das exposi¢cdes ja apresentadas para o grupo de
novos pesquisadores — por ele formado no Brasil — como ponto de partida para suas aulas, o
que justificaria a congruéncia entre os textos e relevaria em definitivo a importancia
matematica e histérica dos ‘Funcionais de Fungées de Vdrias Varidveis’.
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