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Resumo

O artigo apresenta uma traducdo do poema matemadtico atribuido a Arquimedes, o
Problema Bovino. A traducdo foi feita a partir da edicdo de Charles Mugler, de 1971.
Acompanha a tradug¢do uma introducdo ao problema e comentérios sobre a sua resolucao,
apresentadas com simbologia e recursos da matematica contemporanea, com explica¢des
sobre os objetos e procedimentos de calculo necessarios.

Palavras-chave: Arquimedes, Poesia grega, Problema Bovino, Matematica grega,
Tradugdo.
[ARCHIMEDES' CATTLE PROBLEM: TRANSLATION WITH NOTES, INTRODUCTION AND
RESOLUTION]
Abstract

The paper presents a translation of the mathematical poem attributed to Archimedes, the
Cattle Problem. The translation was based on Charles Mugler's edition, from 1971. The
translation is followed by an introduction to the problem and comments regarding its
resolution, presented with symbology and resources of the contemporary mathematics, with

explanations concerning the objects and calculation procedures needed.

Keywords: Archimedes, Greek poetry, Cattle Problem, Greek mathematics, Translation.
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1. Introducao

Problema Bovino é o nome pelo qual é conhecido o poema composto por 22 disticos
elegiacos', descoberto pelo polimata alemdo Gotthold Ephraim Lessing (1729-1781) no
ano de 1773 em um manuscrito localizado na Biblioteca Herzog August. Segundo West
(1974, p. 2) “por elegia denota-se uma tradi¢do poética, em metro elegiaco, na qual o poeta
discursa por meio de sua prépria pessoa, geralmente para um interlocutor especifico e no
contexto de uma ocasido ou situacdo particular”. Esta definicao retrata bem o que é exposto
no trecho em prosa que no manuscrito serve de titulo ao poema,? segundo o qual
Arquimedes (287 a.C.—212 a.C.) teria composto o poema e entdo o enviado para Alexandria
em uma carta enderecada a Eratéstenes de Cirene (276 a.C.—194 a.C.),> e aos demais
interessados pelos assuntos tratados no mesmo que estivessem localizados naquela cidade.*

O poema trabalha com a matéria poética homérica, propondo uma releitura dos
versos 127-130 do canto XII da Odisseia, passagem esta que trata da quantidade de vacas e
ovelhas do Sol:

“Opwvokinv 8§ é¢ vijoov apifeo &vBa &¢
moAai

Bookovt’ "HeAiowo Boeg kal ipiax pijAa,

ENTa Po@dv GyEAQL, TOOK & 0IRV MOER KAAQ,
TIEVINKOVTX §” €kaota.”

“Depois chegaras a ilha Trinacria, onde pastam

as muitas vacas e as robustas ovelhas do Sol:

Sdo sete rebanhos de vacas, e igualmente, sete de belas ovelhas,
Com cinquenta animais em cada uma.”

No entanto, diferentemente do que ocorre no poema homérico, a matematica que
envolve a contagem do gado do Sol no Problema Bovino de Arquimedes é mais complexa,
e a sua menor resposta possivel é expressa por um nimero de 206545 digitos.

2. A matematica do Problema Bovino

Nos versos iniciais do Problema Bovino, o seu remetente ordena a um estrangeiro (Eeive)
que este calcule a quantidade do gado do Sol, que é dividido em quatro rebanhos, segundo a
sua coloragdo: branco, preto, amarelo e malhado. As suas propor¢des sao dadas por meio de
nove condicdes, sendo as trés primeiras referentes aos touros:

1. .. . - o1 . . .

Distico elegiaco era a forma poética utilizada pelos gregos para a composicdo de epigramas e elegias. Cada
distico elegiaco é composto por um verso hexametro dactilico seguido por um verso pentdmetro dactilico.
? Segundo Benson (2014), esta parte foi posteriormente incorporada ao poema.

3 Polimata grego, célebre pelo seu célculo da circunferéncia da Terra, também tendo sido diretor da biblioteca de
Alexandria.

4 O texto ndo especifica quais assuntos seriam estes, o que dados a forma e contetido do problema, tanto poderiam
ser assuntos relacionados ao seu contetido matematico quanto ao seu conteido poético.
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“Em cada rebanho havia uma quantidade de touros sobressaindo-se em
ntimero, formando tal propor¢do: ¢ estrangeiro, imagine; os de pelo
branco eram iguais a metade mais um terg¢o dos pretos, mais todos os
amarelos juntos. Jd os pretos eram iguais a um quarto mais um quinto
dos malhados, mais todos os amarelos juntos. Observe que os touros
restantes, os malhados, eram iguais a um sexto mais um sétimo dos
brancos, mais todos os amarelos juntos.”

Ou seja:
1.1
Touros brancos = | —+=| dos touros pretos + todos os touros amarelos
1.1
Touros pretos = | —+ S dos touros malhados + todos os touros amarelos

Touros malhados = dos touros brancos + todos os touros amarelos

1,1
6 7
As quatro condigGes seguintes fornecem as proporgdes das vacas:

“Esta era a propor¢do das vacas: as brancas eram iguais a um ter¢o
mais um quarto de todo o rebanho preto. Jd as vacas pretas eram iguais
a um quarto mais um quinto das vacas malhadas, quando iam para o
pasto com os touros da mesma cor. Ja as malhadas eram em numero
igual a um quinto mais um sexto do rebanho amarelo. As amarelas eram
em ntimero igual a metade de um ter¢o mais um sétimo do rebanho
branco.”

Ou seja:

1,1

Vacas brancas = do rebanho preto

1.1
_+_

275 do rebanho malhado

Vacas pretas =

Vacas malhadas = 1 +% do rebanho amarelo

1. 1
Vacas amarelas = | =+ = | do rebanho branco

As duas condigdes finais exigem que o niimero de touros brancos mais o niimero
de touros pretos forme uma figura de igual profundidade e largura, ou seja, este niimero
deve ser um numero quadrado, e que o niimero dos touros amarelos mais o nimero dos
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malhados deve formar um nimero que possa ser disposto na forma de um tridngulo
equilatero, ou seja, este ntimero deve ser um ntimero triangular:

“Mas venha e entenda também todas essas condi¢bes que dafetam o
niimero do gado do Sol. Quando os touros brancos misturavam seu
niimero com os pretos, se mantinham todos em formagdo de igual
profundidade e largura, e as planicies da Trindcria enchiam-se com a
sua multiddo. Além disso, quando os touros amarelos e malhados eram
reunidos, permaneciam de um modo que seu niimero, comegando pelo
um, crescia lentamente até completar uma figura triangular, ndo
havendo touros de outras cores, nem sobrando nenhum deles.”
Ou seja:

Touros brancos + Touros pretos = niimero quadrado
Touros amarelos + Touros malhados = ntimero triangular

ASE A AT, 3

O3 _LSLEL
ASE A AT,
A AT
SL L8L LS,

Figura 1: Touros pretos e brancos ordenados de modo a formar um nimero quadrado e touros amarelos e brancos
ordenados de modo a formar um nimero triangular (autoria préopria)

A expressdo ntimero quadrado ou, ainda, quadrado perfeito é mais usual na
matematica, principalmente no dmbito escolar, e dispensa explicagcdes. Niimero triangular,
por outro lado, é uma terminologia menos frequente, mas que tem o mesmo apelo
geométrico para estabelecer subconjuntos e sequéncias de niimeros inteiros que respeitam a
exigéncia de dispor dada quantidade de pontos (ou pequenas pedras, ou mesmo touros) em
uma configuracdo que seja um tridngulo equilatero. Como mencionado posteriormente, os
nimeros que atendem essa restricdo sdo encontrados no subconjunto que retine as somas
dos n primeiros niimeros naturais.
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3. Os géneros textuais presentes no Problema Bovino

Pode parecer estranho ao ptblico contemporaneo que um matematico se valha de uma
forma poética para tratar de questdes matematicas; no entanto, 0 poema era um dentre 0s
varios géneros textuais utilizados pelos gregos em seus textos matematicos, que também
incluilam a aula, a carta, o escélio, a introducdo, questdes de pergunta e resposta, a
proposicdo, o tratado, etc.”

O texto do manuscrito do Problema Bovino da conta de ao menos mais dois
géneros textuais além do poema; a carta e 0 esc6lio.® O trecho em prosa que no manuscrito
serve de titulo ao poema nos informa de que ele fora enviado em forma de uma carta, no
entanto, ndo nos informa sobre o contelido dela para além do poema: se acompanhava uma
introducdo ao poema, se o Problema Bovino poderia ser o ponto de partida para o
desenvolvimento do argumento de algum estudo matemadtico que Arquimedes estivesse
compartilhando com Eratéstenes, ou mesmo, se o poema era apenas uma atividade lidica
entre dois matematicos, sem que fosse visado um objetivo especifico para além da
recreagao.

O escolio do poema fornece niimeros cuja proporcdo satisfaz as sete primeiras
condicGes de resolucdo do problema, sem, no entanto, satisfazer as duas ultimas condigdes,
que exigem que a soma dos touros brancos mais os touros pretos seja um nimero quadrado
e que a soma dos touros amarelos mais os touros malhados, seja um ntiimero triangular.

E notéavel que, dentre os textos matematicos gregos sobreviventes que se utilizam
da forma poética, o Problema Bovino seja aquele cuja resolucdo é a mais complexa. A
titulo de curiosidade, é possivel comparar o texto de Arquimedes com os problemas
presentes na Antologia Grega;” uma compilacdo de textos gregos vérios, em sua maioria
epigramas, cujo livro XIV tem por tema problemas matematicos, charadas, e oraculos, cujo
um dos problemas se encontra traduzido abaixo:

Eig tjv Avyeiov kompov

Avyeiny épéetve péya 08évog Alkeidao,

TANBLV BoukoAiwy Si(rpevog 0G & AMAEUTTO"
“Apol pév AAgeoio podg, eilog, HHoL T@OVOE:
poipn &’ oySoatn dxBov Kpdvou apeivépovrar
Sdwdekdn 8 amavevbe Tapak&inmolo map’ ipov:
apel 8’ ap’ "Hhda Siav éeikootn vepébovrtan:
avTap év Apkadin <ye> TPIKOOTIV TpoAEAOTA
hotndig 8° a AeDGOELG dyEAag TOSE evTriKovTa.”

5 . . ~ . - -
Para uma abordagem sobre a diversidade de géneros textuais utilizados em textos matematicos gregos, ver Taub
(2013).

6 - . . 5 - - X .
Escolio, do grego antigo oxoAov, sdo comentdrios adicionados na margem ou fim de manuscritos de autores
antigos, a fim de tornar inteligiveis as suas obras.

7 . . . .
Também conhecida como Antologia Palatina.
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No estabulo de Augeas

Hércules, o poderoso, questionava Augeas procurando saber o ntimero [de
animais] de seus rebanhos, ao que ele respondeu:

“Sobre o rio Alfeu, meu amigo, estdo a metade deles;

A oitava parte pasta ao redor do monte de Cronos;

A décima segunda parte esta distante, no recinto de Taraxippus;
A vigésima parte se alimenta na divina Elis,

E a trigésima parte eu deixei na Arcadia;

Mas aqui vocé vé os cinquenta animais restantes.”

Assim como o problema acima e o Problema Bovino, parte dos problemas
matematicos do livro XIV da Antologia Grega possuem um fundo mitol6gico; no entanto,
ndo sdo extensos e possuem uma simples resolucdo, diferentemente do Problema Bovino. A
sua grande extensdo, sua elevada qualidade poética® e o seu elevado grau de dificuldade de
resolucdo tornam o poema de Arquimedes uma obra Unica dentre os textos gregos poéticos
que tratavam de matematica.

4. Historico de resolucao do Problema Bovino
4.1 A resolucao do Problema Bovino nos séculos XIX e XX

De forma resumida, listamos algumas das publica¢cdes em que foram apresentadas solu¢Ges
com respostas parciais ou completas do Problema Bovino.

Amthor (1880) foi o primeiro a resolver o Problema Bovino ap6s a sua descoberta,
no entanto, apenas fornece a informacao de que a menor solucdo que satisfaca as nove
condicGes referentes ao gado do Sol é um niimero de 206545 digitos, comecando com os
digitos 776. Bell (1895) fornece os 30 primeiros digitos e os 12 ultimos digitos dos
rebanhos das vacas pretas, malhadas e amarelas, e os 31 primeiros digitos e os ultimos 12
digitos dos rebanhos restantes e da solugdo geral do problema, alcancados apds um trabalho
de 4 anos de computagdo.

Em 1965, com o advento dos computadores eletronicos, Williams, German e
Zarnke (1965), utilizando um computador IBM 7040 com 32k de meméria e um IBM 1620,
conseguem alcancar a menor solugdo possivel — até entdo — do Problema Bovino. O célculo
levou 7 horas e 49 minutos para ser completado e, quando impressa, a resposta ocupou 42
folhas de papel. Em 1985, Nelson (1985, apud VARDI 1998) foi o primeiro a fornecer o
nimero completo ao grande publico e Vardi, em 1998, apresentou férmulas para gerar
solucoes para o Problema Bovino.

8 Para uma analise do contetido poético do Problema Bovino, ver Benson (2014).
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4.2 A resolucao do Problema Bovino na antiguidade

Segundo Dijksterhuis (1956) e Netz (2009), certamente ninguém na antiguidade teria
conseguido resolver o Problema Bovino (se considerarmos as restricoes da segunda parte).
Os autores nao explicitam as razdes para as suas afirmagdes; no entanto, considerando as
resolucdes modernas do problema, é possivel afirmar o qudo dificil seria para os gregos
alcangar a resolugdo do problema dado o seu limitado sistema de notagdo numérica.’

Segundo Schreiber (1993) as resolugdes modernas estdo em desacordo com o que
diz o texto grego nos versos 7-8 do poema: “Ev 8¢ ékdote otipel €éoav Tadpol mAnbeot
BpiBopevor”, literalmente “Em cada rebanho havia uma quantidade de touros sobressaindo-
se em numero”.' Com isso, uma nova condi¢do em relagdo ao nimero do gado do Sol é
introduzida, a de que cada rebanho tenha um ntiimero maior de touros em relacdo ao niimero
de vacas; no entanto, essa condi¢do falha para o rebanho do gado amarelo. Para o autor,
isso pode indicar duas coisas: ou Arquimedes cometeu um erro em seu calculo que o levou
a afirmar que cada rebanho teria um nimero maior de touros ou propositalmente ele incluiu
esta afirmacgdo falsa no poema, a fim de desmascarar aqueles que ndo conseguissem
resolver as equagOes do problema. Caso a passagem dos versos 7-8 seja considerada na sua
literalidade, o problema torna-se impossivel de ser resolvido.

O escélio do poema é uma prova de que ao menos uma resposta para a primeira
parte do problema foi encontrada na antiguidade, ainda que em desacordo com as
exigéncias da segunda parte. Mesmo incompleta, a resposta do escélio ja da conta de um
nimero muito maior do que os que eram usualmente tratados na matematica grega. E
possivel conjecturar que parte dos matematicos que tenham lidado com o Problema Bovino
na antiguidade chegaram até a resolucdo da primeira parte, tendo em seguida desistido do
problema dada a sua complexidade.

5. Resolucdo do Problema Bovino usando simbologia matematica atual
5.1. Resolucao da primeira parte

A solugdo proposta por Joyce (2006) para a primeira parte do Problema Bovino de
Arquimedes (ainda sem o acréscimo de restri¢des relacionadas a niimeros quadrados ou
triangulares) segue os seguintes passos:

1) Chamemos de B o ntimero de touros brancos, P o niimero de touros pretos, M
o niimero de touros malhados e A o nimero de touros amarelos. Entdo temos:

% A necessidade de expressar o grande nimero do gado do Sol aproxima o Problema Bovino de outro trabalho de
Arquimedes, O Arendrio, no qual o matemético se propde a calcular quantos graos de areia sdo necessarios para
preencher o universo e para expressar a sua quantidade, cria um sistema de expressdo numérica para grandes
numeros.

19 Qutra leitura possivel para esta passagem é “em cada rebanho havia touros pesados em nimero”, ou seja, em
cada rebanho havia muitos touros, sendo redundante ja que em todos os rebanhos havia muitos animais, sejam
touros ou vacas.
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B= 1,1 P+A:%P+A M

P={tsliprea=3 44 h
5 20

M=|Lt+llBra=12psa (1
6 7 42

2) A partir deste sistema de equacdes lineares, uma estratégia de solucdo é obter a
quantidade de touros brancos em funcdo da quantidade de amarelos, encadeando as
equagdes (I), (II) e (IIT):

_5 _5(5 _5[9 (13
B—6P+A—6(20 M+ A +A—6 20 (42 B+A|+A|+A
ou seja:
_ 2226
© 891
ou ainda:
891 B=2226 A

Para que as quantidades nos dois membros sejam valores inteiros positivos, B
deve ser um multiplo de 2226, e A, um miltiplo de 891. Simbolicamente, escolhendo ¢
como um parametro inteiro: B=2226te A=2891t¢.

3) Retornando a equagdo (III), temos:

M:£B+A
42

13
M=-—2226t+8911¢
42

M =1580t¢

4) E, finalmente, retomando a equacéo (IT):

P:iM+A
20

9
P=—1580t+891t
20
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P=1602t¢

5) Em termos do parametro ¢, as quantidades de touros brancos, pretos, malhados e
amarelos sdo, portanto:

B=22261
P=1602t¢
M=1580t¢

A=891t¢

6) Seguindo para as informages a respeito das quantidades de vacas brancas (b),
pretas (p), malhadas () e amarelas (@), temos quatro novas equagoes:

b= %+l (P+p):17—2(P+p) (V)
=[Le Y arem)=L (mr+m) ™)
4 5 20
m=|L+L)(4+a)=1L (4+4q) (V)
5 6 30
(1,1 _13 (v
a=| ot (B+b)—42 (B+b) )

7) Novamente, faz-se o encadeamento das equagdes, para escrever b em fungéo de
B,P,MeA:

b="|P+
12

9

20

1

M+ 1
30

A+£[B+b]\
42

293391 b=176400 P +79380 M +29106 A+9009 B
Usando os valores ja parametrizados deB, P, M e A:
293391 b=176400 « 1602 ¢ +79380 * 1580 ¢+ 29106 * 891 ¢+ 9009 » 2226 ¢

454 000680
~ 293391
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8) Retomando a equagdo (VII), acrescida do valor obtido para b, temos:

a=22 Bep =13 2206 ¢+
42

454 000 680 ‘
42

293 391

_ 342670419
~ 293391

9) Retomando a equacao (VI), acrescida do valor obtido para a, temos:

11

m =1L A+q =1L g9y 4342670419,
30 30

293 391

221 496 660
~ 293391

10) Retomando a equagao (V), acrescida do valor obtido para m, temos:

p=—t [ M+m|=—| 1580 ¢+ 221496660 ,
20 20 293 391
_ 308 274 498
~ 293391

11) Temos, entdo, as quantidades de vacas das quatro cores expressas sob o
pardmetro t como:
_ 454 000 680

293 391

308274 498
~ 293391

221 496 660
~ 293391

342670 419
© 293391

12) Nas fracdes acima, todos os numeradores e denominadores sdo divisiveis por
63, podendo ser simplificadas para:
_ 7203360

b= t
4657

_ 4893246

4657 t

10 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 1-22, 2023
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_ 3515820
T 4657

5439213
T 4657

Como 4657 é primo, as fracdes somente resultardo em valores inteiros quando t
for um multiplo, o que nos leva a outro parametro, isto é, t =4657 s.

13) Com a substituicdo de ¢t = 4657 s, as quantidades serdo dadas por:

B =2226 « 4657 s =10 366 482 s
P =1602 » 4657 s =7 460 514 s
M =1580 » 4657 s =7 358 060 s

A =891 ¢ 4657 s=4149387 s

b=7203360 s
p=4893246 s
m =3515820 s
a=5439213 s

Em que s também é um inteiro positivo. A menor solugao para o total do rebanho
(s=1) é, portanto:

B+P+M+A+b+p+m+a=

=10366482+7460514 + 7358060+ 4149387 + 7203360 + 4893246 + 3515820 + 5439213 = 50 386 082

Este resultado resolve a primeira parte do problema, antes das exigéncias
associadas aos numeros quadrados e triangulares. De acordo com Arquimedes, quem
consegue realizar estas operacGes “ndo podera ser chamado de ignorante ou inabil para com
0s nimeros, mas ainda ndo sera contado como sabio”.

5.2. Resolucao da segunda parte
Com as restricdes da segunda parte, deve-se ter as quantidades de touros brancos e pretos,

somadas, igual a um nimero quadrado e as quantidades de touros malhados e amarelos,
somadas, igual a um nimero triangular. Simbolicamente:

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 1-22, 2023 11
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B+P=4
k(k+1
M az B
2
N k+1 . . . .
A expressao T COITESPOHdQ d soma dOS k primeiros numeros naturais,

caracteristica que se observa nos nimeros triangulares.**

Pelos valores obtidos para B e P, parametrizados em s, podemos escrever:
B+P=103664825+7 460 514 s =’
17 826 996 5 = u”

Que pode ser reescrito como:

(2% « 957 « 4657 s =

23
23 SLBLS:
'S L Il lele:
1 3 & 10 15 1

Figura 2: Os primeiros seis niimeros triangulares inteiros positivos, representados por touros amarelos e malhados
(autoria propria)

Y

Oy
I.r

o

Observando que, na reescrita do numero 17 826 996 como produto de fatores
primos, o tnico fator que esta elevado a um indice par é o 2, para que se tenha um ntimero
quadrado no membro da esquerda é necessario que $ seja o produto dos outros dois fatores,
podendo incluir, eventualmente, algum outro niimero que ja seja um quadrado.

5=[957 « 4657 | p° =4 456 749 p’

Com relagdo ao nimero triangular, pelos valores obtidos para M e A, também na
forma parametrizada em s, podemos escrever:

k(k+1)
M+ A=7358060s+4149387 s=11507 447 s = ——

11 < . L [
Também pode ser pode ser entendida como a soma dos k primeiros termos de uma progressao aritmética na qual
tanto o primeiro termo como a razao sdo iguais a 1.
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E, substituindo o valor obtido para s logo acima, temos:

E(k+1)

11507447 » 4456749 p’ = >

51285 802 909803 p°= k(k+1)

Completando o quadrado no membro da direita, isto é, observando que
1 2

k(k+1): 2 _

2 2

FNGTE

([2 E+1]— 1), temos:

|

51285802 909803 p’= = ([2k+1/—1]

©|~

410286 423278 424 p* =2 k+1/—1

Chamando 2 k£ +1 de g, escreve-se a seguinte expressao:
g’ — 410286 423278 424 p°=1

A expressdo obtida é uma equacdo diofantina quadratica que pode ser generalizada
na forma ¢*— C p’=1.

Esta equacdo e um dos métodos de sua resolucdo foram atribuidos
equivocadamente por Euler ao matematico inglés John Pell (1611-1685), como afirma Weil
(1984, p. 174). Uma provavel explicacdo do engano cometido pelo matematico suigo é sua
leitura — pouco atenciosa — da obra Arithmetica infinitorum, de John Wallis. Nesta obra,
Wallis cita realmente a autoria de Pell em outras contribui¢es, mas da os devidos créditos
a William Brouncker (1620-1684) no que diz respeito a resolucdo do problema que assim
havia sido postulado por Fermat."

Poftulat problema, nt dato quovis numero won-guadralo, ( putan,) reperiatur
mioncr s guadrarus (’pw:: 2* ) quin datum namerum nhﬁm,‘o;:fdr; m&f‘ﬁ, a-
ciat ymd?amm, (putana’41,=1") Sed &, utifliufmod: quadvati 2*, exbibe-
antur infinitiy, quicungne proponatur non-guadratus n. _

Figura 3: Trecho de Arithmetica infinitorum (Wallis, 1655, p. 789)

Além disso, problemas semelhantes e técnicas de solugdo sdo encontradas nas
obras dos matematicos indianos Bramaghupta, Bhaskara II e Narayana (O’CONNOR;
ROBERTSON, 2002), usando o método denominado chakravala.

2o problema requer que, dado qualquer nimero ndo quadrado (digamos n), encontre-se um nimero quadrado
(digamos a”) que multiplicado e somado a unidade faca um niimero quadrado (digamos n a’+1=1") e que sejam
apresentados infinitos quadrados, qualquer que seja o ndo-quadrado 72 proposto.
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Weil (1984) conjectura uma génese de tal problema como um processo para se
obter aproximacOes racionais de raizes quadradas de ntimeros que ndo sdo quadrados
perfeitos, ja identificado por Arquimedes e outros matematicos gregos.
£ )2 _Ny*+1

Y Y

, . ~ 2 2
Isso se da, pois, se reescrevermos a equagdo z"— N y =1 como

2

T 1 .
teremos gz N+— que, para um valor suficientemente grande de y, resulta em
Y

x
= \/N
Y .

1351

780
circulo como uma aproximacdo de /3 pode ser obtida por esse método. Escrevendo na

Por exemplo, a fragdo , utilizada por Arquimedes na obra A quadratura do

. . ~ 7 . - ~
simbologia atual, a fracdo 7 formada pelo par de nimeros inteiros que tornam a equagao

-3 y2 =1 verdadeira, é um valor aproximado da raiz quadrada de 3.

Lenstra Jr (2002, p. 182) explica que Lagrange, em 1768, provou que se |z, , yl) é
uma solugio de wuma equagio “de Pell”, o par (Z.,¥Y., obtido por
z,+y,VN=z+y, W)" também o sera. E, como (7+ 4 \/§)3: 1351+780 /3, 0 numero

351 , . ~ . . 7
780 © outra aproximacédo de /3, bem mais precisa que T
Retornando a equacao obtida na resolucao do Problema Bovino, a questdao pode ser

racional

reformulada como: Determine valores q e p, tais que a fra¢do % seja uma aproximagdo

da raiz quadrada de 410 286 423 278 424. Isso certamente é um desafio bem maior que
encontrar a aproximagio de v/3, mas acompanha os mesmos procedimentos do exemplo.

Carl Ernst August Amthor (1845-1916), jA& mencionado na secao 4.1 como o
primeiro a resolver a segunda parte do problema de Arquimedes, observou que a
decomposicio do niimero 410 286 423 278 424 se mostra como (2 « 4657) « N ', sendo
que o terceiro fator, N =4 729494 =23 «7 e 11 «29 « 353, é um produto em que
nenhum primo esta elevado ao quadrado. Em seguida, Amthor considerou que, se (%1, Y1/ é
solucdo da equagdo original com o coeficiente N (com o valor na ordem de trilhdes), entdo
o par (2,,2 » 4657 o Y| é solucdo da equacdo que tem como coeficiente N ' (na ordem de
milhdes) e, para algum 7 serd obtida a n-ésima solugdo:

x,+2 4657 ¢y VN '=(z,+y, VN 'J"_

O desafio fica “reduzido”, como diz Lenstra Jr. (2002, p. 186) a duas etapas “mais
simples”: primeiro, resolver a equacio “de Pell” para N =4 729 494 e, depois, encontrar o
menor valor de n para o qual ¥ é divisivel por (2 * 4657).

Os célculos de Amthor para resolver a primeira dessas etapas mais simples
ocuparam cerca de trés paginas de seu artigo de 1880 e a resposta intermediaria pode ser
expressa Como
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4 =109 931986 732 829734 979 866 232821 433 543 901 088 049 +50 549 485 234 315033 074 477 819735 540 408 986 340« N '

Na solucdo da segunda etapa, o matematico alemao chega ao valor de n =2329,
que leva & afirmagdo de que o par (z ,y), tal que z+y vIN =u""° é a solucéo da equaco
final da segunda parte do Problema Bovino.

Lenstra Jr (2002), alegando que Amthor deixou de reunir todos os resultados em
uma apresentacdo Unica, apresenta o seguinte quadro, em que sdo exibidas todas as infinitas

solugoes, discriminando ainda as quantidades de animais em suas categorias:

All solutions to the cattle problem of Archimedes
w = 300426607 914281 713365 - v 609 + 84 129507 677858 393258 - /7766
ky = (w89 — 7465802 /368938304  (j=1,2, 3, ...)

jth solution bulls cows all cattle
white 10366482- k; 7206360 - &; 17572842 - k;
black 7460514 - k; 4893246 - k; 12353760 - k;
dappled 7358060 k; 3515820 k; 10873880 - k;
broum 4149387-k; 5439213 - k; 9588600 - &,
all colors 29334443 - k; 21054639 - &, 50389082 - k;

Figura 4: Todas as solugdes do Problema Bovino (Lenstra Jr, 2002, p. 187)

Ainda que as diversas tentativas e apresentacdes de solucdo ocupem um periodo
relativamente curto da histéria contemporanea, elas aproveitam-se de técnicas de
computacao antigas e do advento de equipamentos para acelerar procedimentos iterativos.
O interesse pelo desafio proposto por Arquimedes age, portanto, como um catalisador de
teorias, mantendo-o como um tema de estudos a partir do qual podem ser encaminhados
estudos de resolucdo de sistemas e aproximacao racional de irracionais algébricos.

Ao tomar conhecimento do problema, uma diivida legitima que ocorre é: o proprio
Arquimedes o resolveu (ou poderia té-lo resolvido)? Acompanhamos, neste ponto, as
consideracdes de Vardi (1998) que, tomando como base afirmacdes de Wilbur Knorr,
David Fowler, dentre outros, assinala que é admissivel que se pudesse chegar a uma
equagio do tipo ¢°— C p°=1 e que também ja eram conhecidos métodos para a obtengdo
de aproximacgOes racionais para a raiz quadrada de nimeros que ndo sdo quadrados
perfeitos.

Arquimedes teria conhecimento, entdo, de que equagdes como essas — mesmo com
coeficientes menores que 410 286 423 278 424 — possuem solucoes, e deve ter conjecturado
a garantia de respostas para o problema proposto e que mesmo a menor solucdo seria
expressa com numeros consideravelmente grandes. Ndo ha, no entanto, nos trabalhos
preservados do matematico de Siracusa, uma prova desta especulacdo que também foi alvo
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dos estudos de Fermat, tendo sido demonstrada afinal por Lagrange, a saber, que toda
equacao “de Pell” tem solucdo (FOWLER, 1981, apud VARDI, 1998).

6. Sobre a traducao

Para a traducdo do Problema Bovino de Arquimedes, foi usado como base o texto grego
estabelecido por Charles Mugler (ARQUIMEDES, 1971). A fim de ndo prejudicar o
contetido matematico do poema ao traduzi-lo para o portugués, optou-se por uma tradugao
em prosa. Ao fim de cada paragrafo da traducdo foram adicionados os niimeros dos versos
correspondentes no original grego.
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8. Traducao

Problema,
que Arquimedes compds em forma epigramatica e enviou aos interessados nestes assuntos
em Alexandria, em uma carta dirigida a EratGstenes de Cirene."

O estrangeiro,* calcule'® prestando atencéo, se vocé for sabio; a multitude do gado
do Sol,*® quantos outrora pastavam nas planicies da ilha Trindcria da Sicilia,"” divididos em
quatro rebanhos de cores distintas: um branco como leite, outro de uma cor preta lustrosa, o
terceiro amarelo, e o dltimo malhado. (1-7)

Em cada rebanho havia uma quantidade de touros sobressaindo-se em nimero,*
formando tal proporcdo: 6 estrangeiro, imagine; os de pelo branco eram iguais a metade
mais um ter¢o dos pretos, mais todos os amarelos juntos. Ja os pretos eram iguais a um
quarto mais um quinto dos malhados, mais todos os amarelos juntos. Observe que os touros
restantes, os malhados, eram iguais a um sexto mais um sétimo dos brancos, mais todos os
amarelos juntos. (7—16)

Esta era a proporcdo das vacas: as brancas eram iguais a um terco mais um quarto
de todo o rebanho preto. Ja as vacas pretas eram iguais a um quarto mais um quinto das
vacas malhadas, quando iam para o pasto com os touros da mesma cor. Ja as malhadas
eram em numero igual a um quinto mais um sexto do rebanho amarelo. As amarelas eram
em nuimero igual a metade de um ter¢o'® mais um sétimo do rebanho branco. (17-26)

Estrangeiro, uma vez que vocé diga com exatiddo a quantidade do gado do Sol,
separando o nimero de touros bem nutridos, e também, a quantidade de vacas conforme
cada uma das cores, vocé ndo podera ser chamado de ignorante ou inabil para com os
ntimeros, mas ainda ndo serd contado® como sabio. (27-31)

Mas venha e entenda também todas essas condi¢Ges que afetam o ntimero do gado
do Sol. Quando os touros brancos misturavam seu nimero com os pretos, se mantinham
todos em formagéo de igual profundidade e largura,® e as planicies da Trindcria enchiam-se
com a sua multiddo. Além disso, quando os touros amarelos e malhados eram reunidos,
permaneciam de um modo que seu nimero, comecando pelo um, crescia lentamente até

8

13 Ver nota 2.

14 Eelve tanto pode significar héspede quando estrangeiro. Optou-se por estrangeiro na tradug@o ao considerar a
informacdo de que o poema fora enviado de Arquimedes (de Siracusa) para Eratéstenes de Cirene, residente em

Alexandria.

15 pétpnoov tanto pode significar calcular quanto medir. A segunda opgdo lida em conjunto com as restrigdes

geomeétricas para a resolucdo do problema.

16 Hélio, na mitologia grega é o deus e personificacdo do Sol.

7 Opwvaking, de trés pontas, é o antigo nome da Sicilia, fazendo referéncia ao seu formato triangular.
8 Ver secdo 4.2.

190 mesmo que % .

20 Um trocadilho com o tipo de problema proposto, um problema de contagem.

2 ou seja, formavam um quadrado perfeito.
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completar uma figura triangular,”? ndo havendo touros de outras cores, nem sobrando
nenhum deles. (31-40)

Se vocé determinar todas estas coisas reunindo-as na mente, e fornecendo todas as
proporcdes, estrangeiro, vocé saira vitorioso sabendo que és perfeito nesse tipo de
sabedoria. (41-44)

Escolio®

Arquimedes exp0s assim, de maneira clara neste problema, que deve haver quatro rebanhos
de gado; o primeiro rebanho compreende touros brancos e vacas brancas, cujo nimero se
eleva a catorze miriades de mirfades,* aumentadas de quinhentas e oitenta e duas miriades,
e de sete mil trezentos e sessenta unidades; o segundo rebanho compreende touros negros e
vacas negras, cujo nimero se eleva a nove miriades de miriades, aumentadas de oito mil
oitocentos e trinta miriades, e de oitocentas unidades; o terceiro rebanho compreende touros
malhados e vacas malhadas, cujo nimero se eleva a oito miriades de miriades, aumentadas
de seis mil novecentas e noventa e uma miriades, e de quatrocentas unidades; o quarto
rebanho compreende o gado amarelo, cujo nimero se eleva a sete miriades de miriades,
aumentadas de seis mil setecentas e oito miriades, e de oito mil unidades; segue-se que a
soma dos quatro rebanhos juntos se eleva a quarenta miriades de mirfades, aumentadas de
trés mil cento e doze miriades, e de seis mil quinhentas e sessenta unidades. O rebanho de
touros brancos tem oito miriades de miriades, aumentado de duas mil novecentas e trinta e
uma miriades, e de oito mil quinhentos e sessenta unidades, o nimero de vacas brancas é de
cinco miriades de miriades, aumentadas de sete mil seiscentos e cinquenta miriades, e de
oito mil e oitocentas unidades; o rebanho dos touros pretos tem cinco miriades de miriades,
aumentadas de nove mil seiscentas e oitenta e quatro miriades, e mil cento e vinte unidades,
e o nimero de vacas negras € de trés miriades de miriades, aumentadas de nove mil cento e
quarenta e cinco miriades, e de nove mil seiscentos e oitenta unidades; o rebanho de touros
malhados tem cinco miriades de miriades, aumentado de oito mil oitocentas e sessenta e
quatro miriades, e de quatro mil e oitocentas unidades, e o niimero de vacas malhadas é de
duas miriades de miriades, aumentadas de oito mil cento e vinte e seis miriades, e de cinco
mil e seiscentas unidades; o rebanho de touros amarelos tem trés miriades de miriades,
aumentadas de trés mil cento e noventa e cinco miriades, e de novecentos e sessenta
unidades, e o niimero de vacas amarelas é de quatro miriades de miriades, aumentadas de
trés mil quinhentas e treze miriades, e de sete mil e quarenta unidades. O ntimero dos touros
brancos é assim igual a soma da metade mais a terca parte do nimero dos touros pretos,
aumentado do niimero dos touros amarelos, o niimero dos touros pretos é igual a soma da
quarta e da quinta parte do nimero dos touros malhados, mais todos os touros amarelos, o
nimero dos touros malhados é igual a soma da sexto e da sétima parte do ntimero dos
touros brancos, mais todos os touros amarelos, o nimero das vacas brancas é igual a soma

22 : a Iy
Ou seja, formavam um tridngulo equiltero.

2 Os valores apresentados ndo correspondem a menor solucdo possivel, mas sdo corretos, se considerarmos s=80,
nas expressoes indicadas no final da secdo 5.1.

24 Uma miriade de mirfade é o mesmo que 10.0002.
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da terca e da quarta parte de todo o rebanho de gado preto, o nimero das vacas pretas é
igual a soma da quarta e da quinta parte de todo o rebanho do gado malhado, e o niimero
das vacas malhadas é igual a soma da quinta e da sexta parte de todo o gado amarelo. Por
fim, o nimero de vacas amarelas era igual a soma da sexta e da sétima parte de todo o
rebanho de gado branco. Além disso, quando os rebanhos dos touros brancos e dos touros
pretos eram colocados juntos, formavam um niimero quadrado;® e quando o rebanho dos
touros amarelos e o dos malhados eram colocados juntos formavam um ntimero
triangular,”® conformemente as regras indicadas para cada cor.

% Fssa informacé@o ndo é correta, pois a soma dos valores apresentados para os rebanhos de touros brancos e
pretos soma 1 426 159 680, que ndo é um quadrado perfeito. O quadrado mais préximo é 37764° =1 426 119 696.
% Também ndo é verdadeira, pois os valores somam 920 595 760 e o nimero triangular mais préximo é
w = 920569 686.
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9. Texto original grego

[popAnpa,
Onep ApUndng év émypappaotv eDPAV Toig év AAeSavipein mepl TaDTA TIPAYHATEVOHEVOLG
(ntelv anéotehey €v M) mpog EpatocBévny tov Kupnvoiov EmoToAf].

ITAnBVV "Heliowo Poddv, & Egive, pétpnoov
QpOVTI®’ EMOTNONC, €l HETEXEIG 0OPING,

nogon &p’ év nedioig XikeAfig mot’ €BOOKETO VijooUL
Opwvoking Tetpayi otigea Saooapévn

Xpouy GAAGGOOVTA * TO PEV AEUKOTO YAAXKTOG, 5
KUAVE® 6’ ETEPOV XPAOPATL AGHTIOPEVOV,

GAAo ye pev EavBov, 10 8¢ mowkidov. 'Ev 8¢ €KAot
oTigel éoav tadpol AnBeat BpiBopevol
OULHETPING TO|00E TETELYOTEG * APYOTPLXOG HEV
KLOVEWV TaVpaV Npioel N6€ tpite 10

kai EavBolg cOpmacty ioovg, @ Eewve, vonaoov,
aOTOP KLAVEOUG TR TETPATEH TE PEPEL

HIKTOXPOWV Kail TMépTTe, €Tt Savbolol te ndowy.
Tolg §’ LMOAELTOHEVOLG TTIOIKIAOXPGOTAG GBpeL
APYEVVAV TOPpWV EKT pépel £BSopdte te 15

Kai EavBoig avtovg ndotv icalopévoug,.

OnAcionot 6¢ Bouol Tad’ EMAETO + AELKATPIXEG HEV
ooV GLPTIAOTG KLAVENG GyEANG

6 TPLTATE TE PEPEL Kal TETPATE ATpeEKEG loan:
QDT KLAVEQL T TETPATE Te IAALY 20
HIKTOXPO®V KOl TEPTITR OpOD pépel iodlovto

oLV TAPOLG TIRCNIG E1G VOOV EPYOHEVAIG.
SavBotpixwv 6’ dyEeAng MEPTTR HEPEL NOE Kol EKTQ
nokiAon iodpiBpov mARBog Exov TeTpayi.

Eavlai § fip1Bpedvto pépoug Tpitov fpioet ioon 25
APYEVVIIG &YEANG EBOOATR TE péPEL.

Zelve, oL 6’ "Hehiolo foeg mOo ATPEKES EIMQOV,
XWPIG HEV TaVp@V (aTPEPE@V AplOBpoY,

X@pig 8’ ab BAAson doan Kot xpoldy EKaaTal,

0UK dudpic ko Aéyor’ o0’ aplBpdv adang, 30

00 PNV M ye 00@oig évapifpiog. AAN 101 ppadev
Kol Tade mévta foddv "HeAioto mén.

ApyoTpixeg Tadpol pév émel pgaiato mAnBvv
Kvavéolg, fotavt’ éumedov ioopeTpOL

el B&Bog eig ebpog T, o 8’ ad mepurjkea TavTn 35
mipmAavto mAivBov Opivaking media.

EavBoi & adT’ €ig &v kai mowiAot &BporoBévteg
fotavt’ apPoradny €§ évog apyopevol
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oxfHa TEAELODVTEG TO TPIKPAOTIESOV OUTE IPOCOVIWV
AAOXPO®V TPV 0UT’ EmAEMopEvVaV. 40

Tadta ovvegevpav Kai évi pamnideaoy aBpoicag
Kol mMANB€wv dmodoug, Eelve, T mavTa PHETPA

€pyeo Kud10wV Vikneopog (ot Te mavtag

KEKPLHEVOG TOOT Y’ OUTIVIOG €V o).

XxoAov

To pév obv mpéPAnpa S tob mowjpatog 6 Apyipnidng &8nAnce cagdg: iotéov &&
Aeyopevov, 6l téocapag Gyédag givar Sel Bodv, Aevkotpixwv pév piav tavpev Kol
BnAeiddv, @v 1O MA{BOg 6pOD cuVAyel pVPLESaG SIMANG 18’ Kol GmAdg enP’ Kol povadag
Tt&’, kvavoypdwmy 8 EAANV 6pod Tavpwv Kol BnAsidy, v O MARBOG 20Tl pLPLAS®V
SUTAQV évvéa Kal amA®Y NoA” Kol povadwv o', pi&otpixmy 8’ GAANY tadpwv Kai OnAsidy,
GOV TO TABOG £0TL PUPIESKV STAGY N Kal GMAGY ¢aca’ Kol povademv v’ Tfg 88 Aowfig
ayeang SavBoxpowv ouvayet o mATBog SMAGG puprtadog ¢ kai GrAdg ,qum’, povadag 6 n'-
®ote ouvvayeoBat opod 10 TATB0G TV 6 dyeAdV pupladag SuTAdG P Kol amAdg ypifi” kol
povadag ¢o&’. Kai 1 pév ayéAn t@v Aeukotpiymv tavpuv €xel puptddag SumAdg n’ kai
amAdg Bara’ kol povadoag e, Onieidv 6¢ pupradag SumAdg € kol amAdg {yv' kai
Hovadag nw’, 1) 8& &yéAn TV KLOVOXPOWV TOUPWV EXEL HEV HLPLASAG SIMTAGG € Kol AmAGG
Oxmd” kai povadag apk’, BnAeldv 6¢ puprddag SumAdg vy kai GmAdg Bppe’ kKol povadag
By, 11 87 ayéAn eV mMOKIAOTPIXWV TXVP®V EXEL HEV HUPLESAG SIMAGG € Kol GmAGG NwES’
Kal povadag 6w’ [revisar], OnAei@dv 8¢ puprddag SmAdg B’ kol GrAGG NpKG Kol povadag
X, N 8 ayéln TV EavBoXpoHATOV TAUp@Y EXEL PHEV PHUPLASaG SIMAGG Y Kol amAdg ypge’
Kol povadag 3§, BnAei@dv 6¢ pupradag StmAdg §° kal GmAGg yory” kol povadog (p’. Kai
€011 T0 MATB0¢ TV AeLKOTPiXWV TabP®V TG0V TG NioEL Kol TpiTe pHEPEL ToD TANBoLG TV
KLOVOXPOOV TOUpwV Kol €Tt OAn T t®v SavBoxpwpdtov dayéAn, 16 8¢ mAfBog tdv
KLOVOXPWHAT®V {00V TQ TETAPTH KOl TEPTITR HEPEL TAOV MOKIAOTPIXOV TXUPOV Kol OAQ TG
nmAnBel todv SavBoypopdtrv, 0 §¢ MARB0G TAV MOKIAOTPiX®V TabprVY ooV 1§ EKTe Kol
EBOOH® pépEl TGV AguKOTpiywv TOUpV Kol €1l T TARBel OAg 1@V SavBoypwpdtwnv
THVPWV, Kal ALY 1O TIATIB0¢ TV AcuKGV BnAel®dy Toov 1@ Tplte Kol TETAPTY HEPEL OANG
TG GyEANG TOV KLAVOXPO®V, TO 6€ TAV KLAVOXPO®Y 100V TG TETAPTE® KOl MEUTTG HEPEL THG
OANG GyEANG TGV MOKIAOTPIX®Y, TO ¢ T@V MOKIAOTPiYwV {00V TQ MEPTTR Kol EKTe pEPEL
g OANG eV EavB@v Bodv. TIaAw 8¢ 1O @V EavBdv Bnieidv mAfBog R Toov & ékTw Te
Kol EBOOP® pépel Thg OANG GyEANG @V Acuk®dV Poddv. Kai 1 pév ayéAn tédv Aevkotpiywv
TPV KAl 1) TV KLOVOXPOWV TalpwV oLVTeBelon Totel TeTpaywvov aplipdy, 1 8 dyéin
TOV EavBoTpiywV TopwV HETA TG dyEANG TGV MOKIAOXpOwV cuvTeBelon TolEl Tpiywvov,
WG EXEL T TAOV DTIOKEIPUEVOV KAVOV®V KB’ EKAOTOV XpAHO.
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